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 چكیده

های  گذاری واقعی آن نیز به قیمت داراییقیمت شود،  قرارداد اختیار معامله بر اساس دارایی پایه بسته میاز آنجا که  

برای پوشش   باشد بستگی دارد.پایه در بازارهای مالی که دستخوش تغییرات ناگهانی ناشی از عوامل گوناگون می 

-بریم که زمان تصادفی آن انتگرال فرایندی خود کار میرایند لوی زمان متغیری را بهفتلاطم خوشه ای،  دادن  

کند تا بتوان اثر تغییرات را بر حجم باشد. تصادفی کردن زمان، این امکان را فراهم میمی برانگیخته با محرک لوی  

ی زمان متغیر پارامترهای مدل را به  با استفاده از فرم بسته تابع چگالی احتمال فرایند لو   دست آورد.معاملات به 

اوراق بهادار  شاخص صنعت بورس  دو  فرایندهای معرفی شده را به  کنیم.  برآورد میماکسیمم درستنمایی  روش  

فرایندهای حرکت براونی، نرمال معکوس گاوسی، واریانس گاما و زمان متغیر شده آنها را بر  داده و   تهران برازش

های دو متغیره، همبستگی تصادفی بین این  کار بردن مدل در پایان با به کنیم.  سه می اساس معیار درستنمایی مقای

 کند.     دهیم تحت شرایطی این همبستگی به مقداری ثابت میل می دو شاخص را به دست آورده و نشان می

 عاملات. زمان تصادفی، روش ماکسیمم درستنمایی، حجم م  ،فرایند لویاختیار معامله،    هاي كلیدي:واژه 

 

 

 

 

 1401/ 04/ 12تاریخ پذیرش:        99/ 07/ 24تاریخ دریافت: 

mailto:n.modarresi@atu.ac.ir
mailto:m.alijanisamakosh@gmail.com


 انجمن مهندسي مالي ايران     -گذاري دانش سرمايهعلمي پژوهشي فصلنامـه  

 1404بهار  /  53پیاپي  / 14دوره  90

 مقدمه   -1

تری  اوراق اختیار، هزینه پایین  ی کهیجااست. از آن   مالیابزار مشتقه بازارهای    یکی از پرکاربردتریناختیار معامله،  

از  .  داددرآمد را افزایش  یاریسک را کاهش توان صحیح از آن می در صورت استفاده در مقایسه با خود سهم دارد، 

گذاری  گذاری اختیار، قیمت ی قیمت لازمه ،شودتعریف می مانند سهام اختیار معامله بر روی دارایی پایه جا که آن

دینامیک   پردازیم کهمی گذاری اختیار مدلی برای قیمت به معرفی و بررسی این منظور . بهی آن استدارایی پایه

   باشد.های لوی  فرایند  برمبنایاش  دارایی پایه 

ترین آن داشتن قابلیت توصیف بهتر  باشد، که مهمده از فرایندهای لوی از چند نظر حائز اهمیت می استفا

باشند. مدیران ریسک  هایی است که مبتنی بر حرکت براونی می مشاهدات واقعی در بازارهای مالی نسبت به مدل 

های  ردارایی در بازامهم  های  ویژگی به دنبال مدلی هستند تا پرش قیمت دارایی را در فرایند قیمت وارد کند و  

را پوشش  خوشه ای  تلاطم دهد و همچنینکه توزیع نرمال نشان نمی ، دنباله سنگین بودنگیمالی از جمله چول

تغییرات بزرگ و تغییرات کوچک  در پس  ها  تغییرات بزرگ در قیمت خوشه ای به این مفهوم است که    تلاطم.  دهد

روند این  در قیمت ها ، تمایل به تشکیل خوشه با هم دارند و   تغییرات  .بوجود می آیندتغییرات کوچک    در پس

دوره   ،شدید بازارهای برای مدت زمانی پایدار می مانند. به بیان دیگر به دنبال دوره های طولانی تلاطم  تغییرات

دهد و یک رویکرد  ها را نشان می این مشخصه نوعی همبستگی بین تلاطم   .دارد  کم وجودهای  از تلاطم    ییها

باشد. بنابراین فرایندهای لوی زمان متغیر مورد توجه قرار  مناسب، تصادفی در نظر گرفتن زمان فرایند تصادفی می 

 . گیرندمی

متغیر  . سوال اول این است که آیا امکان طراحی یک فرایند زمان دهدیپاسخ م  یمقاله به دو پرسش اصل نیا

به بیان مدلی بر اساس یک فرایند  وجود دارد؟ برای پرداختن به اولین سوال،    را نشان دهدخوشه ای    تلاطمکه اثر  

  یکی   .پردازیمهایی با توزیع نمایی است می انتشار که زمان تصادفی آن یک فرایند پواسن ناهمگن با پرش - پرش

توان آن را به یک فرایند چندمتغیره که آن است که میاین نوع فرایندها  از معیارهای اساسی برای انتخاب    دیگر

. به این  زمان متغیر است  ، یک فرایند تصادفیهای روزانهتابع همبستگی بین بازدهکه    همبستگی دارند تبدیل کرد

تابع مولد    آن را بیان می کنیم. سپس  هایمعرفی کرده و و تابع مشخصهابتدا آن را برای حالت تک متغیره    منظور

را  تابع چگالی    ،اختیار  قیمت  برای محاسبهآوریم.  دست می گشتاور فرایند معرفی شده را تحت اندازه مارتینگل به

نای این نوع دارایی پایه که فرایند لوی با زمان  و در نهایت بر مب  کنیم بر اساس تابع مشخصه گسسته سازی می

 کنیم. گذاری می متغیر است اختیار معامله آن را قیمت

بازار و حجم معاملات    تصادفی  بین زمان  دهیم این است که آیاسوال دومی که در این مقاله به آن پاسخ می

ل را برآورد کرده و با استفاده از تبدیل فوریه  ؟ برای پاسخ به دومین سوال، ابتدا پارامترهای مد ای وجود داردرابطه 

آوریم. همچنین برای برآورد مقیاس زمان از الگوریتم فیلتر  دست میای برای تابع چگالی به سریع تقریب گسسته 

توان وضعیت و نوسانات متغیرهای مورد بررسی آن  با بررسی یک شاخص میاز آنجا که  کنیم.  جزئی استفاده می

برای یک    را به شاخص دو صنعت حاضر در بورس  یلو  هایندیرای نشان دادن کارایی مدل، فرابص را دید،  شاخ 

بین زمان  همبستگی  . بر اساس مدل دو متغیره،  گیریمدر نظر می های ناهمسان  واریانس با    دوره تقریبا ده ساله 
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تصادفی بازار و حجم معاملات که فرایندی تصادفی است به دست می آید. همچنین با سنجش معیار خطایی،  

های تصادفی برآمده از  کنیم زمانهای مختلف فرایندهای لوی زمان متغیر را باهم مقایسه کرده و مشاهده می مدل 

 مبستگی زیادی با حجم معاملات بازار دارند.  دو شاخص بورس ایران از جمله شاخص فلزات اساسی و خودرو ه

پیشینه پژوهش معرفی شده است؛  و    بخش ارائه شده است. در بخش دوم، مبانی نظری  پنجمطالعه حاضر در  

،  پنجمارائه شده است. در نهایت، در بخش    پژوهش  یهاافتهی  ، در بخش چهارمقیتحق  یشناسروش   در بخش سوم

 . شودارائه می  شنهادهایو پ  یریگجهیبحث، نت

 

 پژوهش  نهیش یو پ ينظر  یمبان

است، نخستین کار    مبتنی بر بازده حرکت براونیکه  شولز  -مدل بلک  استفاده از  گذاری اختیار اروپایی باقیمت

های یکسان را با  ای از اختیارمجموعه  توانبود که در این زمینه انجام شد. با در نظر گرفتن این مدل نمی بنیادی

ات، مستلزم  گذاری این اختیار. زیرا قیمتردگذاری کهای متفاوت قیمتا سررسیدبهای توافقی مختلف و  قیمت

تا زمان اعتبار    با فرض ثابت بودن تلاطم  رابطهشولز است و این  -های مختلف در فرمول بلکگذاری تلاطم جای 

که صرف نظر از تغییرات قیمت توافقی   (. این فرض بدان معنی است1973)بلک و شولز،    بدست آمده است  اختیار

اختیار، تلاطم ضمنی ثابت باشد، درصورتی که در بازارهای مالی تغییرات تلاطم ضمنی بستگی به قیمت توافقی 

های واقعی،  به منظور سازگاری هرچه بیشتر با داده. (2011شود )راچو، دارد، که از آن به لبخند تلاطم تعبیر می

( که فرایند  1973انتشار مرتون )مرتون،  -توان به مدل پرشی ارائه شدند که از آن جمله می های تصادفی زیادمدل 

( که ضریب تلاطم  1993پرش )فرایند پوآسون( را به حرکت براونی اضافه کرده است و یا مدل هستون )هستون، 

 . بسته در نظر گرفته است اشاره کردحرکت براونی را یک فرایند بازگشت به میانگین هم

، نیسی و پیمانی با استفاده  طراحی نمود اختیار معامله توان بر روی شاخص سهام نیز قراردادهایمیاز آنجا که  

سازی شاخص بورس اوراق بهادار پرداختند و با معیار اندازه ریسک  از معادله دیفرانسیل تصادفی هستون، به مدل 

(. قابل ذکر است  1393سنجیدند )نیسی، پیمانی،  ارزش در معرض خطر کارایی مدل را با حرکت براونی هندسی

ختیار معامله  مصنوعی از تعداد زیادی سهام است، پس تعریف قراردادهای ا  پرتفوی شاخص سهام در واقع یککه 

های مطرح بازار سهام در سراسر دنیا دارای  تقریبا تمامی شاخص   .شاخص سهام امری منطقی و مفید استبر روی  

رود به  کار میگذاری اختیار معامله به هایی که برای قیمت. در بسیاری از مدل دن باشقراردادهای اختیار معامله می 

آن محاسبه  پژوهشنحوه  در  همکارانش  و  نیسی  است.  نشده  اشاره  نارساییها  بیان  هستون  ی ضمن  مدل  های 

کلاسیک، هستون مضاعف را مورد بررسی قرار داده، پارامترهای مدل را تخمین زده و نشان دادند که این مدل اثر  

(. با افزودن پرش به فرایند دارایی  1395)نیسی، ملکی، رضائیان،   گذاردلبخند تلاطم ضمنی را بهتر به نمایش می

دست  گذاری اختیار معامله بهر مدل تلاطم تصادفی هستون مضاعف پرشی را برای قیمتپایه، مهردوست و صاب

(. در مدل تلاطم تصادفی هستون با در نظر گرفتن جمله پرش و پارامتر هرست  1392آوردند )مهردوست،  صابر،  

)جنابی، دهمرده،  گذاری اوراق تبعی ارائه شد ها است، مدل جدیدی برای قیمت که بیانگر حافظه بلندمدت قیمت 

1398   .) 

https://www.khanesarmaye.com/portfolio/
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ها با یکدیگر  همچنین با توجه به تغییرات تصادفی تلاطم بازده در طول زمان و همبستگی بازده و تلاطم آن

تلاطم با گذشت زمان  جا که  از آن تواند مدل مناسبی باشد.  منفی است، حرکت براونی نمی  که اغلب برای سهام 

(، مادان و همکارانش فرایند واریانس گاما که تعمیمی از حرکت  2000د )ریبل،  کنصورت تصادفی تغییر میبه

سازی دینامیک بازده دارایی پایه معرفی کردند. جایگزینی زمان حرکت براونی با  براونی با رانش بود را برای مدل 

های کشیدگی و  دهد که تنها با استفاده از سه پارامتر موجود در مدل، کمیت فرایند گاما این امکان را به مدل می 

های تلاطم ضمنی برازش کند  های روزانه را کنترل کرده و در عین حال منحنی لبخند را در دادهچولگی در بازده

 (. 1998)مادان، کار و چنگ،  

انتشار، پواسون مرکب و واریانس گاما را  -فرایندهای تصادفی یاد شده همچون حرکت براونی، فرایند پرش  

زمانی متناهی،   یبازه  هر  فرایندها در اینبندی کرد.  تر با عنوان فرایندهای لوی رده یتوان در یک دسته کلمی

همگن  -دهند، دارای نموهای ایستا و مستقل هستند بنابراین زمانپرش را پوشش می متناهی و یا نامتناهی تعداد

ی گشتاورهای فرایندهای لوی با  ا(. کونیکوف و مادان نشان دادند که رفتار ساختار دوره 2004است )کنت و تانکو،  

اند زمان ناهمگن هستند  هایی که بر پایه فرایندهای لوی مدل شده گشتاورهای تجربی تطابق ندارد و بازده دارایی 

 (. 2002)کونیکوف و مادان،  

می را  پرش هستند  با  مارکف  فرایندهای  که  لوی  فرایندهای  مدلکارایی  به  نسبت  در  توان  های کلاسیک 

طور مثال بازده سهام چند شرکت پذیرفته شده در  ی اختیار معاملات مشاهده کرد. به این صورت که بهگذارقیمت

ایران را مبنا قرار داده و با شبیه ها پرداخت )نبوی، بهرام زاده،  سازی قیمت اختیارها به مقایسه آنبازار بورس 

انس بالا از جمله دنباله سنگینی و چولگی تحلیلی های سهام روزانه و یا با فرکهای بازده (. بر مبنای ویژگی1397

گذاری اختیارات چند متغیره در سبد و مدیریت ریسک ارائه شد )راتگبر،  های لوی چند متغیره در قیمتاز مدل 

و اختیارات    1گذاری اختیارات اروپایی مانند اختیارات وانیلی (. در پژوهشی دیگر، قیمت2019شتادلر، ستوکل،  

 با نرخ بهره تصادفی  3های رژیم سوئیچینگ مارکفی لوی نماییهای پایه از مدل های دارایی که در آن قیمت  2دوتایی

  4(. طبقه بزرگی از اختیارها، اختیار معامله نامتعارف 2019کند نیز مورد مطالعه قرار گرفته است )بو، ژو،  تبعیت می

معامله آسیایی، سبدی و دیجیتالی از این نوع خاص به    باشد. اختیاراست که شامل ساختارهای پیچیده مالی می 

یابد و میزان نوسانات به دلیل  روند. در این نوع قراردادها ریسک ناشی از دستکاری قیمت کاهش می شمار می 

ارزش میانگین  منظور  به  است.  کمتر  دارایی گیری  مبنای  بر  اختیارات  نوع  این  بسته گذاری  فرم  پایه  از  های  ای 

ای را  ( روش تعمیم یافته2020های مختلفی معرفی شدند. اخیرا در پژوهشی )ژو، لی،  ری تحت مدل گذاقیمت

های حرکت براونی هندسی و فرایند  گذاری اختیارات نامتعارف بر مبنای دو دارایی را تحت دینامیکبرای قیمت 

ر مدلی ارائه شد که در آن بازده دارایی گذاری اختیار در بازارهای شناوبرای قیمت کار بردند.لوی واریانس گاما به

 
1 Vanilla options 
2 Binary options 
3 Markov regime  switching exponential Levy 
4 Exotic option 
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(. در این نوع فرایندهای زمان متغیر،  2021در نظر گرفته شد )هاینوت، لئوننکو،  1یک فرایند پرش انتشار کسری 

 باشند.می  2های تصادفی تحت عنوان تبعی کننده لوی معکوس پذیر دارای خانواده وسیعی از زمان قرایندهای کسری

های بزرگ را نشان دهند و توزیع  کنند که پرش هایی تبعیت میدادند که بازار واقعی از مدل ها نشان  بررسی 

تر از نرمال نیز باشند. به همین منظور فرایندهای هذلولوی  ها علاوه بر چولگی و عدم تقارن، کشیده لگاریتم بازده آن

گذاری دارایی پایه معرفی شدند.  تیافته که یک فرایند لوی پرش محض است به عنوان مدلی برای قیمتعمیم

پورطاهری و همکارش این مدل را به لگاریتم بازده قیمت چند سهم از بازار بورس اوراق بهادار تهران برازش داده  

 (. 1391و با استفاده از روش ماکسیمم درستنمایی پارامترهای مدل را تخمین زدند )پورطاهری و کریمی،  

رهای  های دارایی در بازاویژگیباید مدل طوری باشد که    ،دست آمده به واقعیتبه منظور نزدیک بودن قیمت به

را داریم که تلاطم بازده    این پدیده  زمانی  در واقع    است.خوشه ای    تلاطمها  و یکی از این ویژگی   باشدرا دارا    مالی

بستگی برای فرایندهای لوی که دارای نموهای مستقل  هماین   (.2004)کار و وئو،    ها همبستگی داشته باشندآن

)گمن، کار،    ای ضعیف واقع شوندی تلاطم خوشه شود فرایندهای لوی در نشان دادن پدیده میباشند باعث  می

تصادفی   هایتوان از روش میآوریم که  های تلاطم تصادفی روی میبه مدل این منظور    به.  ( 2003مادان و یور،  

با نمو-تر تلاطم مدل بلکپارام  کردن افزایشی مثبت  با یک فرایند  های  شولز یا زمان متغیر کردن فرایند لوی 

  اتتغییر  هایویژگی  دارایمتغیر    لوی زمان   هایفرایند.  ای استفاده کردوابسته، برای پوشش دادن تلاطم خوشه

هستند  بندی در تلاطم  همچنین اثر خوشه ها و  تلاطم آن   بینتصادفی تلاطم بازده در طول زمان، همبستگی بازده  

 (. 2001)گمن، مادان و یور،  

-زمانهای گارچ و فرایندهای تلاطم تصادفی  گسسته مانند مدل -زمان  های بندی تلاطم تصادفی به مدل مدل 

نوسانات کوچک  از آنجا که نوسانات بیشتر بازده تمایل به تشکیل خوشه بیشتری نسبت به  .  شودتقسیم می پیوسته  

از  بندی نوسانات گفته میدارند که بدان عدم تقارن خوشه  شود، در پژوهشی شیرازیان و همکارانش با استفاده 

بندی نوسانات و عدم تقارن را در بورس اوراق بهادار تهران بررسی کردند  های گارچ نمایی خوشه ای از مدل خانواده 

که تلاطم آن توسط فرایند    مدل هستونبا تصادفی کردن پارامتر تلاطم مانند    (.1399)شیرازیان، نیکومرام، ترابی،  

توان نوعی از فرایندهای تلاطم می  4بندی شده است و همچنین مدل بیتس مدل   (CIR)  3راس -اینگرسول-کاکس

هالیا، لاون و پلیزون،  و سا  2015)ساهالیا، لاون و کاچو،  ساهالیا و همکارانش  در این راستا  .  تصادفی را معرفی کرد

زمان متغیر  دیگر  روش    دست آوردند.به  5برانگیخته  بندی را با تغییر دادن تلاطم فرایند پرش خوداثر خوشه (  2014

انتگرال فرایند   با  این فرایند، موجب تلاطم تصادفی و خاصیت  است    CIRکردن فرایند لوی  که تصادفی بودن 

فرایند لوی زمان متغیری را در نظر    (.2011)راچو،    شودمی   بندی تلاطمخوشه   آن، موجبدر    6میانگینبه  بازگشت  

 
1 Fractional jump diffusion 
2 Invertibale Levy subordinator 
3 Cox-Ingersoll-Ross process 
4 Bates model 
5 Self-excited jump process 
6 Mean-reverting 
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های نامتناهی قیمت دارایی بیانگر تلاطم که علاوه بر نمایش پرش   CIRبگیرید که زمان تصادفی آن انتگرال فرایند  

 صورت زیر است ای نیز باشد. مدل دینامیک قیمت دارایی آن بهخوشه 

 
𝚍𝑆𝘵 = 𝑆𝑡𝚍(𝐿(𝐾𝑡)) , 

𝚍𝑘𝘵 = 𝜅(𝜂 − 𝑘𝑡)𝚍𝚝 + 𝜆√𝑘𝑡𝚍𝚆𝘵 , 𝐾𝑡 = ∫ 𝑘𝑢 𝑑𝑢 
𝑡

0

 

 

(. در این مدل فرایند لوی از  2016باشد )گونگ و ژوانگ،  می   CIRانتگرال فرایند    𝐾𝑡فرایند لوی و    L  که در آن

 دهد.باشد مستقل در نظر گرفته شده است و زمان پرش را نشان نمی   CIRفرایند زمان متغیر خود که  

 

 شناسی تحقیق روش   -3

نمایش پرش و   به دلیل نزدیک نبودن به مشاهدات واقعی و عدم  گذاری اختیار اروپاییقیمت  مدل بلک شولز برای

هایی که برگرفته از  مدل مناسبی نبود بنابراین محققین به سمت مدل   رهای مالیدارایی در بازاهای  دیگر ویژگی

گذاری  برای قیمت  ی لوی زمان متغیر روی آوردند. لذا در این مطالعه  فرایندهای لوی بودند از جمله فرایندها 

با    برانگیخته-بریم که زمان تصادفی آن، انتگرال فرایندی خودکار می، فرایند لوی زمان متغیری را بهمعامله   اختیار

رایند پیشامد  خود برانگیختگی به این حقیقت اشاره دارد که یک همبستگی مثبتی بین شدت و فباشد.    محرک لوی

وجود دارد، به این مفهوم که افزایش تعداد پیشامدها به طور موقت شدت فرایند پیشامد را افزایش می دهد. این  

ویژگی به نوعی معادل اثر بازگشت به میانگینی است، به این معنا که اگر هیچ پیشامدی رخ ندهد، شدت تمایل  

 دارد که به سطح ایستایی خود بازگشت کند.  

 زمان متغیرفرایند لوی    و  است میانگین  به  ، افزایشی، مثبت و دارای خاصیت بازگشت  زمان معرفی شده  فرایند

فرایندهای معرفی شده را به دو دارایی پایه   باشد.همگن نمی -گی مارکوفی است اما زمانژدارای وی  معرفی شده

برازش داده و به کمک روش ماکسیمم درستنمایی ایران  برآورد می   شاخص سهام  با  پارامترهای مدل را  کنیم. 

دهیم که کدام فرایند لوی زمان متغیر  ها را با هم مقایسه کرده و نشان میمعیاری بر اساس درستنمایی، مدل 

حجم تصادفی و    زمانفرایند  بین    دهیم کههای دیگر دارد. همچنین نشان می برازش بهتری را نسبت به مدل 

. در این بخش ابتدا در زیربخش اول به معرفی مدل فرایند لوی زمان متغیر  د دارد معاملات همبستگی زیادی وجو

دست  پردازیم، در گام بعدی تابع مولد گشتاور فرایند معرفی شده را تحت اندازه مارتینگل بههای آن می و مشخصه 

و در    کنیم سازی می اختیار تابع چگالی را بر اساس تابع مشخصه گسسته    قیمت  برای محاسبه سپس    آوریم،می

 کنیم.گذاری مینهایت بر مبنای این نوع دارایی پایه که فرایند لوی با زمان متغیر است، اختیار معامله آن را قیمت 
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 هاي آن معرفی مدل فرایند لوي زمان متغیرمشخصه 1- 3

  1انتشار - صورت یک فرایند پرشتوان به میرا    𝑋𝘵  معرف یک حرکت براونی باشد، دینامیک دارایی پایه  𝘞𝘵اگر  

 صورت زیر نوشت  به

𝚍𝚇𝘵 = 𝜇𝚍𝚝 +  𝜎𝚍𝚆𝘵 + ∫ 𝑧𝐽𝑋(𝘥𝑡, 𝘥𝑧)
|𝑧|>1

+∫ 𝑧(𝐽𝑋(𝘥𝑡, 𝘥𝑧)− 𝜐(𝑑𝑧) 𝑑𝑡).        
|𝑧|≤1

   (1)   

 

از انتگرال ای میفرایند لوی   2فرایند لوی زمان متغیر  که   𝜆𝑠  تصادفیگیری متغیر  باشد که در آن زمان تصادفی 

 شود،  صورت زیر حاصل میفرایندی افزایشی و مثبت است به 

𝜏𝑡 ∶= ∫ 𝜆𝑠 
𝚝

0

 𝘥𝑠.                                                                                  (2) 

 

𝙻𝑡صورت  فرایند پرشی به = ∑ 𝐽𝑘
𝛮𝑡
𝑘=1    است که در آن𝛮𝑡    فرایند نقطه ای و𝐽𝑘    با  نمایی   توزیعپرش تصادفی 

𝛿(𝑧) = 𝜌𝘦−𝜌𝑧𝐼{𝑧≥0}  کنیم  میتوان به هر توزیع آماری مناسب دیگری تغییر داد. فرض  باشد. این توزیع را میمی𝜆𝑡 

 زیر باشد    جواب معادله دیفرانسیل تصادفی
𝘥𝜆𝚝 = 𝛼(𝜃 − 𝜆𝚝)𝘥𝚝 + 𝜂𝘥𝙻𝑡                                                   (3)   

 

𝛼 که در آن ∈ ℝ
𝜃پارامتر بازگشت به میانگین،  + ∈ ℝ

 پارامتر تلاطم است.  𝜂 سطح میانگین و    +

, 𝛺)فرض کنید   (𝑔𝑡)𝑡≥0, 𝛲)    که    باشد به طوری   فضای احتمالی فیلتر شده یکΩ    ،فضای نمونه (𝑔𝑡)𝑡≥0   فیلتر

  تایی  توسط سهو  های مستقل و ایستا است  دارای نمو  𝑡≥0(𝑋𝑡) متغیرهفرایند لوی تک  اندازه احتمال باشند.    𝑃و  
(𝜇 , 𝜎2, 𝜐)  ت صورت زیر اسآن به  3تابع مولد گشتاور   همچنین  شود.معرفی می 

 
𝜙𝑡

𝑋(𝜔)  ∶= 𝔼(𝑒𝑥𝑝(𝜔(𝑋𝘵  −  𝑋0))|𝑔0)

= 𝑒𝑥𝑝(𝘵(𝜇𝜔 +
1

2
𝜔2 𝜎2 + ∫(ℯ𝜔𝘻 − 1 − 𝜔𝘻𝐼{|𝑋|<1})𝜐(𝘥𝘻)

ℝ

))

= 𝑒𝑥𝑝(𝘵𝜓𝑋(𝜔)) ,                                                                        (4)      

 

𝑋0  کنیمباشد. بدون از دست دادن کلیت مسئله فرض میمی  4مشخصه   نمای  تابع  𝜓𝑋(𝜔)  که در آن = همچنین   0

,𝐽𝑋(𝑡    7و فرایند پرش   𝜎2  انتشار با واریانس،  𝜇𝘵    6تعینی از سه بخش رانش    𝑋𝘵  5ایتو -ی لویبنابر تجزیه 𝑧)   با  

 
1 Jump-diffusion 
2 Time-changed Levy process 
3 Moment generating function 
4 Characteristic exponent function 
5 Levy-Ito decomposition 
6 Deterministic drift 
7 Jump process 
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.)𝜐  1شدت    پرش بین 𝐾 ی  شود. احتمال مشاهده تشکیل می   شود،نامیده می  𝑡≥0(𝑋𝑡)  فرایند  2لوی   که اندازه ،  (

,𝜏1)  هایزمان  𝜏2)    بزرگیبا  𝐵 ⊂  𝑅\{0}  شودصورت زیر تعریف میبه   

𝙿(𝐽𝑋([𝜏1, 𝜏2] × 𝐵) = 𝐾) = 𝚎
−∫ ∫ 𝜐(𝑑𝑧)𝑑𝑡

𝐵

𝜏2
𝜏1

(∫ ∫ 𝜐(𝑑𝑧) 𝑑𝑡
𝐵

𝜏2
𝜏1

)
𝐾

𝐾!
.                                (5 ) 

 

 
و نمودار سوم انحراف    𝝀𝚝و    𝝉𝒕ای  روزانه مسیر نمونه ی  شده   سازی شبیه  م مسیر نمونه اینمودار اول و دو.  1شکل  

  𝜼 =1 و   𝜶 ، 2/7 = 𝜽 ،07/0=𝜌 =15صورت به سازی سال است. پارامترهای این شبیه  3مدت به 𝑿𝝉𝙩معیار روزانه  

 است.   %29و    %12ترتیب  با میانگین و انحراف معیار به  VGفرایندی      𝑿𝒕  و  دن باشمی

های فرایند از جمله مشخصهبندی دارایی پایه بر اساس فرایندهای معرفی شده نیاز به  منظور مدل در این پژوهش به 

 آوریم.دست میها را به میانگین و واریانس داریم که به کمک تابع مولد گشتاور، آن

 شود  صورت زیر حاصل می ، بهℱ0، به شرط سیگما میدان اولیه  𝑋𝜏𝘵مید شرطی  ا

𝔼(𝑋𝜏𝘵 |ℱ0) = (𝜇 + ∫ 𝘻(1 − I|𝑋|<1)𝜐(𝘥𝘻)
ℝ

)  𝔼(𝜏𝘵 |ℱ0)                                          (6)   

 که در آن 

 𝔼(𝜏𝘵 |ℱ0) =
1

(
𝜂

𝜌
−𝛼)

(
𝛼𝜃
𝜂

𝜌
−𝛼
+ 𝜆0) (𝘦

(
𝜂

𝜌
−𝛼)𝑡

− 1) −
𝛼𝜃
𝜂

𝜌
−𝛼
𝑡.                                        (7) 

کند. همچنین صورت خطی بر حسب زمان رشد نمی به   𝑋𝜏𝘵 بر خلاف فرایندهای زمان همگن، امید ریاضی فرایند

 شود  صورت زیر حاصل میبه،  ℱ0  ، به شرط سیگما میدان اولیه𝑋𝜏𝘵  واریانس شرطی

𝕧(𝑋𝜏𝘵 |ℱ0) = (𝜎
2 +∫ 𝘻2𝜐(𝘥𝘻)

ℝ

)𝔼(𝜏𝘵 |ℱ0) + 𝔼(𝑋1 |ℱ0)2 𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0) 

 
1 Intensity 
2 Levy measure 
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= 𝕧(𝑋1 |ℱ0)𝔼(𝜏𝘵 |ℱ0) + 𝔼(𝑋1 |ℱ0)2 𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0)                                                             (8) 
 

 که در آن 

 

 𝕧 (𝜏𝘵 |ℱ0) = 𝔼([𝜏, 𝜏]𝘵) =
2𝒦

𝜌2
(
𝜂

𝛼
)
2
[𝘵 − 2

1

𝛼
(1 − 𝘦−𝛼𝘵) +

1

2𝛼
((1 − 𝘦−2𝛼𝘵))] +

2(𝜆0−𝒦)

𝜌2
(
𝜂

𝛼
)
2
×

  [
1

(
𝜂

𝜌
−𝛼)

(𝘦
(
𝜂

𝜌
−𝛼)𝘵

− 1) − 2
𝜌

𝜂
(𝘦
(
𝜂

𝜌
−𝛼)𝘵

− 𝘦−𝛼𝘵) + 
1

(
𝜂

𝜌
+𝛼)

(𝘦
(
𝜂

𝜌
−𝛼)𝘵

− 𝘦−2𝛼𝘵)] (9) 

𝜌𝛼𝜃و  

𝜌𝛼−𝜂
  =𝒦    باشدمی . 

 

 مدل فرایند چندمتغیره  •

معامله  چند دارایی بر حسب تابع چگالی توام آنها، همچنین  اختیار    مورد انتظار  قیمتبه منظور به دست آوردن  

معرفی می گردد. این فرایند  به حالت چند متغیره  داراییها، تعمیم یافته این مدل    همبستگی بین بازده محاسبه  

فرایند لوی  بیان می شود.    های تصادفی یکسانخطی فرایندهای لوی مختلف، با زمان توسط ترکیب  چند متغیره  

n   متغیره 𝑋𝘵̅ = (𝑋1,𝘵, 𝑋2,𝘵, … , 𝑋𝘯,𝘵)
 زیر داده شده است   چند متغیره  گیریم که توسط سه تاییرا در نظر می   ˊ

 

((

𝜇1
⋮
𝜇𝘯
) , (

𝜎1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎2

2
) , (

𝜐1(𝑧)
⋮

𝜐𝘯(𝑧)
)). 

 

,𝑋1,𝘵 اگر 𝑋2,𝘵, … , 𝑋𝘯,𝘵   تحت زمان تصادفی  همگی𝜏𝘵 تا   6روابط ها بنابر باشند، امید شرطی و واریانس شرطی آن

𝘪  به ازای  𝑋𝘫,𝜏𝘵و    𝑋𝘪,𝜏𝘵  که کواریانس شرطی بین  درحالی   باشندمی قابل محاسبه    9 ≠ 𝘫    باشد و  زمان متغیر می

 شود  صورت زیر تعریف میبه

 

ℂ(𝑋𝘪,𝜏𝘵    𝑋𝘫,𝜏𝘵  |ℱ0) =  𝔼( 𝑋𝘪,1|ℱ0)𝔼( 𝑋𝘫,1|ℱ0)𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0)                                 (10)   

 

  خطی   صورتبه  توانمی   را  متغیر  زمان  لوی  فرایند  n  براین،  علاوه  .بیان شده است   9  در رابطه 𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0) که در آن  

  ماتریس   یک  را  M  اگر  مثال  طوربه.  شود  تبدیل  بیشتر  پذیری  انعطاف  با  𝘠𝘵  متغیره  چند  فرایند  یک  به   تا  کرد  ترکیب

n×m  بردار  یک  بگیریم،   نظر  در  ثابت  ضرایب  با  𝘠𝘵̅ = (𝘠1,𝘵, 𝘠2,𝘵, … , 𝘠𝘯,𝘵)
  توان می  را  1همبسته  فرایند  m  با  ˊ

𝘠𝘵̅̅   صورتبه ̅ = 𝘔𝑋𝘵̅  بعد   دو  روی  توانمی   متغیره،  چند  بسط  نوع  این  همبستگی  بررسی  برای  بنابراین.  کرد  تعریف  

 زیر باشند  صورتبه    𝑋2,𝜏𝘵  و  𝑋1,𝜏𝘵  خطی از  دارای ترکیب  شد که  متمرکز

(
𝘠1,𝘵
𝘠2,𝘵
) = (

1 0
𝘮 1

)
⏟    

𝖬

(
𝑋1,𝜏𝘵
𝑋2,𝜏𝘵 

)                                                                           (11)  

 
1 Correlated process 
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𝘮  که در آن ∈ ℝ  مقداری ثابت و تابع کواریانس بین𝘠1,𝘵  و𝘠2,𝘵 صورت زیر قابل محاسبه  در حالت دو متغیره به

 است 
  ℂ( 𝘠1,𝘵  𝘠2,𝘵|ℱ0) = 𝘮 𝕧(𝑋1,𝜏𝘵  |ℱ0) +  𝔼( 𝑋1,1|ℱ0)𝔼( 𝑋2,1|ℱ0)𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0)                     (12)   

 

را    𝑋𝜏𝘵  تابع مولد گشتاور فرایند لوی زمان متغیر  اند.بیان شده   9و    7در روابط    𝕧(𝜏𝘵 |ℱ0)و     𝔼(𝜏𝘵 |ℱ0)که در آن 

 کنیم ی زیر تعریف میبه فرم بسته

𝜙𝑡
𝑋𝜏(𝜔)  ∶= 𝔼(𝑒𝑥𝑝(𝜔𝑋𝜏)|ℱ0) = 𝔼 (𝔼 (𝑒𝑥𝑝 (𝜔(𝑋𝜏𝑡)) |ℱ0⋁ℋ𝑡) |ℱ0)                                  

= 𝔼(𝑒𝑥𝑝(𝜔̅ 𝜏𝑡)|ℱ0)                                                                            (13) 
 

آن   در  𝜔̅که  ∶= (𝜇𝜔 +
1

2
𝜔2 𝜎2 +∫ (ℯ𝜔𝘻 − 1 −𝜔𝘻𝐼{|𝑋|<1})𝜐(𝘥𝘻)ℝ

تابع مشخصه    ( نمایش  در  لوی  نمای 

دست تحلیلی به  عبارت  باشد یکمی𝜆𝚝   شدت  از   آفین  تابعی   که   𝜏𝘵  گشتاور  مولد  تابع  باشد. برایفرایندهای لوی می

 معمولی  دیفرانسیل  معادله  دستگاه  عددی  حل  روش  توان ازآن می  یمحاسبه   ( که برای2017)هاینوت،  آید  می

استفاده از    با  را  گشتاور  مولد  توان تابعمی  نیز  متغیره  چند  برای حالت.  کرد  استفاده  روش جایگزین  عنوانبه  ایتو 

 آورد بدست    ℱ0⋁ℋ𝑡 شرطی نسبت به فیلتر  امید

 
𝜙𝑡
𝘠1,𝘵,𝘠2,𝘵(𝜔1, 𝜔2)  ∶= 𝔼(𝑒𝑥𝑝(𝜔1𝑋1,𝜏𝘵 + (𝑚𝑋1,𝜏𝘵 + 𝑋2,𝜏𝘵)𝜔2)|ℱ0)

= 𝔼 (𝑒𝑥𝑝 ((𝜔1 +𝑚𝜔2)𝑋1,𝜏𝘵 + 𝜔2𝑋2,𝜏𝘵) |ℱ0)

= 𝔼(𝑒𝑥𝑝(𝜔̅ 𝜏𝑡)|ℱ0)                                                                        (14)   
 

 نمای لوی تعمیم یافته در حالت دو متغیره باشد.     𝜔̅  طوری کهبه

 

 تابع مولد گشتاور تحت اندازه مارتینگل  2- 3

اندازه، قیمت تنزیل یافته  گذاری مشتقات مالی همواره در حالت ریسک خنثی انجام میقیمت گیرد. تحت این 

در واقع هدف، مارتینگل کردن قیمت  ها مارتینگل هستند تا به عدم وجود آربیتراژ اطمینان حاصل کنند.  دارایی 

گذاری اختیارهایی را دارد که کردن قیمت  باشد، پس با فرایندی مواجه هستیم که قصد مدلها میتنزیلی سهام 

های معادل که ریسک  ای از اندازه بنابراین لازم است که خانواده   .رود کار میی آن به های تنزیل یافتهبرای دارایی

 خنثی باشند را تعیین کنیم. 

کار  به یک اندازه مارتینگل معادل    زمان متغیر  لوی  هایفرایند  بر مبنایدست آوردن قیمت یکتای اختیار  برای به 

 آن به صورت  نیکودیم  رادون  چگالی  و  κ  پارامتر  یک  توسط  Q  اشر  معادل  بریم. اندازهمی

(
𝘥𝑄

𝘥𝑃
)
𝑡
=

𝚎𝜅𝑋𝜏𝘵

𝐸[𝚎𝜅𝑋𝜏𝘵 ]
𝜙0,𝘵گشتاور   مولد  تابع  تغییر اندازه  این  در  کسر  مخرج. شودمی  تعریف  

𝜏(𝜔)  از 𝑋𝜏𝘵  با .  باشد می  

  این   برای.  شودمی  Q  اندازه   تحت  𝑋𝜏𝘵  و  𝜆𝚝  دینامیک  شناخت  از  مانع  گشتاور  مولد  تابع  این  پیچیدگی  حال  این
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𝘥𝑄𝛶,𝜉معادل    هایاندازه   از  ایخانواده   منظور،

𝘥𝑃
|
𝐹𝑡
=

𝑀𝑡(𝛶,𝜉)

𝑀0(𝛶,𝜉)
گیریم که در در نظر می   را  موضعی هستند   مارتینگل   که   

 آن

Mt(Υ, ξ) ≔ exp (gλ𝚝 + ΥLt −φt + ξXτ𝗍 − τ𝗍ψX(ξ))                                         (15)   
 

ثابت   φ  و  ξ    ،Υ  ، 𝑔و   معادل  باشند.می  مقادیری  اندازه  گشتاور   𝑄𝛶,𝜉  ،𝑋𝑡  تحت  مولد  تابع  با    فرایندی 

𝜙𝑡
𝑋,𝑄(𝜔)  ∶= 𝑒𝑥𝑝(𝘵𝜓𝑋

𝑄(𝜔)|ℱ0)   است که در آن 

ψX
Q(ω) =

1

ϕ𝙹(gη + Υ)
(ψX(ξ + ω) − ψX(ξ)) . 

 

𝑁𝑡علاوه،  به
𝑄    یک فرایند شمارشی با شدت𝜆𝚝

𝑄 = 𝜙𝙹(𝑔𝜂 + 𝛶)𝜆𝚝      .ارامتر  پاست 𝜉  در زمان تصادفی تأثیری

نرخ ورود  که  ،  𝜆𝚝تمام پارامترهای    𝛶 گذارد. پارامتر  فرایند لوی ارائه شده اثر می   ندارد و تنها روی تابع مشخصه 

 جدید حفظ شده است.   تحت اندازه   𝜆𝚝  هایتوزیع پرش و    دهدمی ، را تحت تأثیر قرار  است  Q  اطلاعات تحت اندازه 

 

 سازي شدهتابع چگالی گسسته 3- 3

قیمتداده  پرش در  مالی وجود  بازارهای  نشان  های  نرمال  توزیع  با  مقایسه  در  را  و چولگی  تصادفی  تلاطم  ها، 

زمان متغیر    شوند و در این راستا فرایندهای لویها وارد  گذاری دارایی ها در مدل قیمتدهند. بنابراین باید پرش می

های واقعی به گسسته سازی تابع چگالی بر اساس تابع مشخصه  کار بردن این مدل در دادهبرای بهارائه شده است.  

  کنیم. برای محاسبه استفاده می   )DFT(  1تابع از روش تبدیل فوریه گسسته  این  سازیپردازیم. برای گسستهمی

که فرم بسته تابع  ندارند در حالی  ها فرم بستههایی که تابع چگالی احتمال آن های اختیار آن دسته از مدل قیمت

آن  فوریهمشخصه  تبدیل  روش  از  است،  موجود  می   ها  مشخصه  استفاده  تابع  اساس  بر  را  چگالی  تابع  و  کنیم 

 آوریم. دست میرا تحت اندازه ریسک خنثی به  𝑓𝑋𝜏𝘵  در این روش تابع چگالی احتمال  کنیم.سازی می گسسته

=𝑋∆  وهای استفاده شده در تبدیل فوریه گسسته  تعداد گام  M  فرض کنید
2𝑋𝑚𝑎𝑥

𝑀−1
ها  فواصل گسسته سازی گام  

=𝑍∆باشد. همچنین فرض کنید  
2𝜋

𝑀∆𝑋
𝑍𝘫  و   = (𝘫 − 1)∆𝑍 برای ،  𝘫 = 1,… ,𝑀  و  𝜙𝑇

𝑋𝜏   𝑋𝜏𝑇  تابع مولد گشتاور   

𝑓𝚇𝜏𝑇  باشد. مقدار  Q  یا  P  یتحت اندازه 
(. 𝑋𝘒در نقطه   ( = −

𝑀

2
∆𝑋 + (𝘒 − 1)∆𝑋   صورت مجموع زیر تقریب زده  به

 شود  می

f𝚇τT ≈
2

M∆X
𝖱𝖾(∑γ𝗃 ϕT

Xτ(𝗂Z𝗃)(−1)
𝗃−1𝖾−𝗂

2π
M
(𝗃−1)(𝖪−1)

M

𝗃=1

)                                          (16)  

 

𝛾𝘫   که در آن =
1

2
𝐼{𝘫=1} + 𝐼{𝘫≠1}      و𝜙𝑇

𝑋𝜏(𝘪𝑍𝘫) = 𝐸(𝘦𝘪𝑍𝘫𝑋𝜏|ℱ0). 

 
1 Discrete Fourier transform 
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توان  ها را می های تصادفی یکسان باشند، تابع چگالی احتمال توأم آن دو فرایند تصادفی با زمان   𝘠2,𝘵  و  𝘠1,𝘵  اگر

 صورت زیر تعمیم داد. به

 

 تابع چگالی احتمال توأم  •

=𝚈∆و  های استفاده شده در تبدیل فوریه گسسته  تعداد گام  Mفرض کنید  
2𝚈𝑚𝑎𝑥

𝑀
ها  فواصل گسسته سازی گام   

=𝑍∆باشد. همچنین فرض کنید  
2𝜋

𝑀∆𝚈
 و  

  𝑍𝘫1,𝘫2 = (−
𝑀

2
∆𝑍 + (𝘫1 − 1)∆𝑍, −

𝑀

2
∆𝑍 + (𝘫2 − 1)∆𝑍)  در این صورت مقدار  𝑓𝘠1,𝘵,𝘠2,𝘵  (.   نقاط توان در  را می   (

𝑌𝘒1,𝘒2 = (−
𝑀

2
∆𝑌 + (𝘒1 − 1)∆𝑌, −

𝑀

2
∆𝑌 + (𝘒2 − 1)∆𝑌)  صورت مجموع زیر تقریب زدبه 

 
f𝖸1,𝗍,𝖸2,𝗍 (Y𝖪1,𝖪2)

≈ exp[−𝗂Mπ] × exp [𝗂∑((𝖪𝚕 − 1)π)

2

𝚕=1

] × (
2π

M∆Y
)

2

×∑∑γ𝗃1𝗃2

M

𝗃2

ϕ𝗍
𝖸1,𝗍 𝖸2,𝗍(𝗂Z𝗃1𝗃2)

M

𝗃1

 exp [𝗂∑((𝗃𝚕 − 1)π)

2

𝚕=1

] exp [−𝗂∑(𝖪𝚕 − 1)(𝗃𝚕

2

𝚕=1

− 1)
2π

M
]                                                                                                                                        (17)   

𝜙𝘵 در آن  که
𝘠1,𝘵 𝘠2,𝘵    و   قابل محاسبه است  14توسط معادله 

  γ𝗃1𝗃2 = (
1

2
)
(I{𝗃1=1}+I{𝗃2=1})

(I − I{𝗃1≠1𝗃2≠1}) + I{𝗃1≠1𝗃2≠1}. 

 

اما این  .  کارلو استفاده کرد-توان از شبیه سازی مونتبرای تقریب تابع چگالی می   DFTعنوان جایگزینی از روش  به

 .شود تر شدن برآورد پارامترهای مدل می باعث پیچیده   و  بر و قدرت کمتری داردزمان  DFT  روش نسبت به

 داریم.  زیر رانمایی  تابع لگاریتم درستبرآورد پارامترهای مدل بر اساس روش ماکسیمم درستنمایی،  در نهایت برای  

 

𝑙𝑜𝑔 𝙻(𝛩) =∑𝑙𝑜𝑔 𝙿(𝘺𝘫|𝘺𝘫−1) 

𝘛

𝘫=1

=∑𝑙𝑜𝑔∫𝙿(𝘺𝘫|𝜆𝘫)𝙿(𝜆𝘫|𝘺𝘫−1)

𝘛

𝘫=1

𝑑𝜆𝘫 =∑ 𝑙𝑜𝑔(∑𝜆𝘫
(𝘪)𝘸(𝜆𝘫

(𝘪))𝛾(𝘺𝘫|Θ, 𝜆𝘫
(𝘪)∆)

𝛮

𝘪=1

)

𝘛

𝘫=1

 

 

ها نقص فیلتر  باشد. تنبرداری از پارامترها می  𝛩شرطی  و   تابع چگالی   𝙿(𝘺𝘫|𝘺𝘫−1)فرایند مارکف،    𝜆𝘫  که در آن

درست  تابع  که  است  این  استجزئی  تصادفی  متغیر  یک  روش  این  با  شده  محاسبه  تابع  .  نمایی  که  مشکلی 

پیوسته نیست. از دیدگاه عملی،      𝛩متر  عنوان تابعی از پارانمایی، بهاست که برآوردگر درست   آن نمایی دارد  درست 

از نظر محاسباتی ناکارآمد است.    1نمایی حاصل از این روش توسط الگوریتم کاهش گرادیان ماکسیمم سازی درست 

 
1 Gradient descent 
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ندارند و باید توسط    یکی دیگر از مشکلات آن است که تابع توزیع احتمال بسیاری از فرایندهای لوی فرم بسته

همین دلیل یک روش معادل برای برآورد پیشنهاد کرده و از فیلتر  صورت عددی بررسی شوند. به تبدیل فوریه به

 کنیم. استفاده می   𝜆𝑡ی  نمونه   جزئی تنها برای بازیابی مسیر

 

 گذاري اختیار اروپایی قیمت   3-4

گذاری اختیار معامله بسیار حائز اهمیت است. هر چند  کار بردن و قیمت های مالی، بهربا در نظر گرفتن وضعیت بازا

بودن تلاطم و نرمال  گذاری اختیارات بود ولی به دلیل ثابت  قیمت  پیوسته   ای برای مدل زمانشولز پایه -مدل بلک

همین منظور نوعی از فرایندهای لوی با  . بههای بازار ناسازگار بوددارایی، با واقعیت  یلگاریتمی  بودن توزیع بازده

گذاری  زمان متغیر را در نظر گرفتیم و در این بخش بر مبنای این نوع دارایی پایه، اختیار معامله آن را قیمت

𝑆𝑡  روی یک سهام واحد که با قیمت  Tاختیار اروپایی با سررسید    عنوان مثال، یکبهکنیم.  می = 𝑆0𝑒
𝚇𝜏𝑡   نشان

  𝑉(𝑆𝑡)  شود و باآن بیان می  یلگاریتمی  عنوان تابعی از بازدهبه  1گیریم. تابع عایدی شود را در نظر میداده می

 خرید   ی اختیارقراردادهای اختیار به دو دسته دهیم.نمایش می 

  𝑉(𝑆𝑇) = [𝑆𝑇 −  𝐾]+   و اختیار فروش  𝑉(𝑆𝑇) = [𝐾 −  𝑆𝑇]+   شوند که در آنتقسیم می   𝐾 گر قیمت توافقی  بیان

 شود صورت زیر بیان میی ریسک خنثی بهباشد. قیمت اختیار تحت اندازه می

 

O(t, 𝚇t, λt, τt) =  𝔼
Q (𝖾−∫ r(s)

T

t
𝖽s V(𝚇τT) |ℱt)                                              (18)   

 

صورت  دار از توابع عایدی به توسط تبدیل فوریه، قیمت اختیار توسط مجموع وزن   𝚇𝜏𝑇تابع چگالی    بعد از محاسبه 

 شود زیر تقریب زده می

𝔼Q (𝖾−∫ r(s)
T

t
𝖽s V(𝚇τT) |ℱt) =  𝖾

−∫ r(s)
T

t
𝖽s ∑ V(𝖾xK) f(xK)∆x.

M+1

K=1

 

 

𝚂𝘵 گذاری اختیار روی دو داراییبه قیمتدل ارائه شده  م
1 = 𝑒𝑥𝑝(𝘠1,𝘵)    و𝚂𝘵

2 = 𝑒𝑥𝑝(𝘠2,𝘵)  ی که محرک بازده

دارای تابع مولد گشتاور   𝘠2,𝘵و  𝘠1,𝘵شود، همچنین باشد انجام می ها توسط زمان تصادفی یکسان می آن یلگاریتم

𝑉  شود. قیمت اختیار اروپایی با تابع عایدیتعریف می  14  رابطه   ازدو متغیره است که   ∶ (0, ∞) × (0, ∞) → ℝ  

 شودصورت زیر تعریف میتقریب زده شده و به  17  ه رابطاست که توسط  𝑄 برابر با امید تابع عایدی تحت  
 

𝔼Q (𝖾−∫ r(s)
T

t
𝖽s (𝚂T

1, 𝚂T
2)|ℱ0) =  𝖾

−∫ r(s)
T

t
𝖽s ∑ ∑ V(𝖾𝖸k1 , 𝖾𝖸k2)  fQ𝖸1,T , 𝖸2,T(𝖸k1 , 𝖸k2) ( ∆𝖸)

2

M+1

k2=1

M+1

k1=1

  

 

 
1 Payoff function 
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 کها این حال، اگر تابع عایدی دارای ویژگی مقیاس پایایی باشد، به این معنیب

  𝑉(𝜖𝚂𝘵
1 , 𝜖𝚂𝘵

2 ) = 𝜖𝑘 𝑉(𝚂𝘵
1 , 𝚂𝘵

در این صورت تغییر اندازه برای کاهش ابعاد مساله مورد استفاده قرار  ،  (2

 فرض کنید  گیرد.می

𝖾−∫ r(s)
T
t 𝖽s V(𝚂T

1, 𝚂T
2) =  𝖾−∫ r(s)

T
t 𝖽s+k𝖸1,T V(1 , 𝖾 𝖸2,T− 𝖸1,T

 
). 

 

𝘥𝑄̃  یاندازه   به ازای تغییر  سپس

𝘥𝑄
|
𝑇
=

𝘦𝑘𝘠1,𝑇 

𝔼𝑄(𝘦𝑘𝘠1,𝑇 )
 شود می  صورت زیر بیاناختیار به  قیمت    

 

𝔼Q (𝖾−∫ r(s)
T

t
𝖽s 𝑉(𝚂T

1, 𝚂T
2)|ℱ0)

= 𝖾−∫ r(s)
T

t
𝖽s 𝔼Q(𝖾k𝖸1,T  |ℱ0)𝔼Q̃( V(1 , 𝖾 𝖸2,T− 𝖸1,T

 
)|ℱ0).                             (19)   

 

𝔼𝑄(𝘦𝑘𝘠1,𝑇  |ℱ0)  عبارت اول    =  𝔼𝑄(𝘦
𝑘𝘠1,𝜏𝑇   |ℱ0)    صورت عددی تخمین زده  به  20رابطه  عبارت دوم، بنابر  و

𝑍𝑇شود. همچنین تابع مولد گشتاور  می = 𝘠2,𝑇 −  𝘠1,𝑇   یتحت اندازه  𝑄̃   برابر است با 
 

𝔼Q̃(𝖾ω( 𝖸2,T− 𝖸1,T)  |ℱ0)  =  
𝔼Q(𝖾ω(m−1)𝚇1,τT+ω𝚇2,τT+k𝚇1,τT  |ℱ0)

𝔼Q(𝖾k𝖸1,τT   |ℱ0)
=  
ϕT

𝚇1,τ,𝚇2,τ(ω(m − 1) + k , ω)

ϕT
𝚇1,τ( k )

 

 

𝜙𝑇  که در آن
𝚇1,𝜏,𝚇2,𝜏  ر این صورت تابع چگالی احتمال  د  .تعریف شده است   14  رابطه  در𝑍𝑇  ه رابط طور که در  همان  

با    19  باشد. همچنین عبارت دوم رابطه بیان شده است، توسط یک تبدیل فوریه یک بعدی قابل محاسبه می   16

 شود زیر تقریب زده می  مجموع گسسته

𝔼Q̃( V(1 , 𝖾ZT
 
) |ℱ0) =  ∑ V(1 , 𝖾zk  ) f(zK)∆z.

M+1

K=1

 

 

 هاي پژوهش یافته 

ها و نمادهای بورسی اساسی از برترین گروهبا توجه به آن که در داد و ستدهای بازار بورس تهران، خودرو و فلزات  

سنجیم.  میها  شاخص این  ر این بخش قابلیت فرایندهای لوی زمان متغیر را در بیان رفتار  ساز هستند، دو شاخص 

و فرایند واریانس    2(NIG)  ، فرایند گاوسی معکوس نرمال  1( BM)  حرکت براونی  در این بررسی، سه فرایند لوی

های اصلی این فرایندها و از  . مشخصهگیریمها یک فرایند تصادفی است در نظر می زمان آن   کهرا    3(VG)  گاما

، حرکت  VGو    NIGفرایندهای    آورده شده است.  1  ها در جدوللیست پارامترهای آن   و  جمله نمای تابع مشخصه

با متغیر تصادفی گاما زمان متغیر    VGفرایند    باشند.حافظه می زمان متغیر با ویژگی افزایشی، مثبت و بی  براونی 

 
1 Brownian motion 
2 Normal inverse Gaussian 
3 Variance Gamma 
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 t  با میانگین و واریانس به ترتیب  زمان متغیر فرایند دارای توزیع گاما  و𝛔 و     𝜇واریانس آن  و    شده است که رانش

زمان متغیر شده  𝝃𝒕   و  tمیانگین و واریانس    بابا متغیر تصادفی معکوس گاوسی    نیز  NIG  فرایند  .باشند می  𝛏𝐭 و  

   .است

 
 لیست پارامترها، نماي تابع مشخصه، میانگین و واریانس فرایندهاي لوي. 1جدول 

𝕧(𝐗𝟏) 𝔼(𝐗𝟏) 𝛙𝐗(𝛚)  پارامترها  

𝜎2  μω +
1

2
𝜎2𝜔2 {𝜇 , 𝜎}=𝛩 BM 

𝜎2 + 𝜇2𝜉 𝜇 
1

𝜉
−
1

𝜉
√1 − 2𝜉𝜇𝜔 − 𝜎2𝜔2𝜉 {𝜉  ,𝜇 , 𝜎}=𝛩 NIG 

𝜎2 + 𝜇2𝜉 𝜇 −
1

𝜉
log (1 − 𝜉𝜇𝜔 −

1

2
𝜎2𝜔2𝜉) {𝜉  ,𝜇 , 𝜎}=𝛩 VG 

 

کنیم.  های روزانه دو شاخص بازار بورس اوراق بهادار استفاده می برای برآورد و بررسی مدل معرفی شده، از بازده 

  1398/ 20/09تا  05/01/1388از تاریخ  برای دقت و اعتبار بیشتر نتایج تحقیق را برای یک دوره تقریبا ده ساله 

اول مقدار پایانی و حجم معاملات روزانه دو شاخص   مرحله در ها،داده  سازی آماده  دهیم. برایمورد بررسی قرار می

دست  به  1398تا آذر سال    1388از ابتدای سال    TseClient  صنعت خودرو و فلزات اساسی را با استفاده از نرم افزار

کنیم. روزهای معاملاتی با کسر روزهای  و حجم نرمالیزه شده را محاسبه میلگاریتمی    یبازدهآوریم. در گام بعد  می

  1398تا    1388های  زمانی سال   گیریم که در بازه اند. دو شاخصی را در نظر می روز در نظر گرفته شده   250تعطیل  

بو افزایش قابلیت مقایسه و فهم دادهدر  باشد. جهت  بهادار معامله شده  اوراق  نرمالیزه کردن داده رس  ها  ها، به 

پردازیم. همچنین برازش مدل با استفاده از کدنویسی در نرم افزار متلب انجام گرفته است. برآورد پارامترها با  می

شود و در نهایت بر اساس همین معیار فرایندهای  های مختلف انجام و محاسبه می نمایی برای مدل تابع درست 

 گیرند. مختلف مورد مقایسه  قرار می 

 
هاي فلزات اساسی و خودرو ي شاخصجدول میانگین، انحراف معیار، كشیدگی و چولگی بازده روزانه. 2جدول  

 1398/ 20/09تا  05/01/1388 از تاریخ

  فلزات اساسی  خودرو 

 بازده روزانه میانگین   % 16/0 % 12/0

 انحراف معیار روزانه  % 26/1 % 84/1

 انحراف معیار سالیانه  % 01/20 % 15/29

 چولگی  % 80/56 % 94/29

 کشیدگی % 87/353 % 25/132
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طور که نتایج نشان  همان  دهد.را نشان می  صنعت خودرو و فلزات  شاخص   های آماری بازده روزانهفاکتور  2  جدول

کند و دارای چولگی و کشیدگی است. وجود چولگی و  دهند توزیع بازده از توزیع متقارن نرمال تبعیت نمی می

نزدیک به صفربودن مقادیر ضریب   )بازده مثبت( است و  احتمال بیشتر رشد قیمت  کشیدگی مثبت به معنای 

وجود پرش در   یهای بازارهای مالداده ع نرمال احتمال است.  کشیدگی و چولگی نشان دهنده نزدیک بودن به توزی

تلاطم نسبت به زمان را   یتوزیع بازده سهام در مقایسه با توزیع نرمال و هم چنین تغییر تصادفگی  ها، چولقیمت

ه  فرض بر آن است که بازد  شولز‐کمدل بل با استفاده ازهای اختیار  قیمت  جایی که در مدل. از آن دهندی نشان م

به  نتیجه  . در  باشدمالی صحیح نمیهای بازار  داده کند استفاده از این مدل برای  دارایی از توزیع نرمال تبعیت می

استفاده   ی برای دارایی پایهگذاری اوراق اختیار معامله، از مدلشولز برای قیمت ‐کرد مدل بلک منظور بهبود عمل

های  طور که در مدل همان   .دهدیها پوشش مگذاری داراییهای قیمت در مدل ها را  این محدودیتکه  ایم  کرده 

طور مستقیم قابل مشاهده نیست، استنباط پارامترها چالش برانگیز است. از این رو،  زمان متغیر، زمان تصادفی به

این    دست آمده بانمایی بهفیلتر جزئی استفاده کرد. درست  از الگوریتمنمایی  توان برای بهینه سازی تابع درست می

از دیدگاه عملی،    روش یک متغیر تصادفی است که واریانس آن رابطه معکوس با تعداد ذرات شبیه سازی شده دارد.

منطبق کردن این فرایند با به حداکثر رساندن این مقادیر توسط الگوریتم کاهش گرادیان از نظر محاسباتی ناکارآمد  

طور  که نرخ ورود معاملات است را ثابت و به𝜆𝑡،فیلتر    .گیریممی  تر را در نظرهمین دلیل، یک رویکرد سادهاست. به 

∞𝜆تقریبی  ∶= 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝔼(𝜆𝑡) = −
𝛼𝜃
𝜂

𝜌
−𝛼

 باشد. می  1میانگینی از رفتار طولانی مدتکه در واقع    گیریمدر نظر می  

بازده    شود. از طرفیایستا می  𝛩  ای از پارامترهای داده شده مجموعه   به ازای  تحت این فرض، فرایند زمان متغیر

, 𝑓𝚇𝜏(0|𝛩  روزانه همان توزیع آماری 𝜆∞)   نمایی زیر تخمین در نهایت، پارامترها توسط ماکسیمم درست   .را دارد

 د شون زده می

Θopt = argmax⏟
Θ

∑log (f𝚇τ( 𝗒𝗃|Θ , λ∞))

T

𝚓=1

 

 

, 𝑓𝚇𝜏(0|𝛩که در آن  𝜆∞)  توسط الگوریتم  DFT برای  16 که در رابطهM=256   شود. شرط  گام فوریه محاسبه می
𝜂

𝜌
< 𝛼    در واقع این فرایند با حالت ناایستایی شروع کرده است  کنیمرا برای اطمینان از ایستایی فرایند اعمال می ،

 . رسدطور مجانبی به ایستایی میو در بینهایت یا به

سه نوع  پارامترهای  کنیم و  رد مدل معرفی شده از معیار تابع درستنمایی استفاده میمنظور بررسی عملکبه

دست آمده از هر مدل  بهنتایج    5-3  کنیم. جدولبرآورد میبرای دو شاخص فلزات اساسی و خودرو  را    لوی  فرایند

تابع    برازش بر اساس معیار  بهترینشود،  مشاهده می  3طور که در جدول  همان  کند.طور خلاصه بیان می به  را

واریانس  معکوس نرمال زمان متغیر و خودرو توسط فرایند    یبرای فلزات اساسی توسط فرایند گاوس  نماییدرست 

یندهای لوی،  دهند که فرایندهای لوی زمان متغیر نسبت به فرانتایج نشان می  آید.دست می به   زمان متغیر  گاما

و به این ترتیب با در نظر گرفتن این فرایند به    های بهتری هستنددارند بنابراین مدل ی  تربیش  نماییدرست تابع  

 
1 Long term average 
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پارامترهای برآورد شده    5  و   4های  جدول   دست آورد.  توان به تر را میعنوان دارایی پایه قیمت اختیار معامله واقعی

بیان شد را ارائه    16رابطه  که در   گام  M = 256   وش تبدیل فوریه گسسته به ازایا فرایندهای لوی متفاوت را از ر

های مالی های فرایندها، پارامترهای برآورد شده چگونگی تغییرات تلاطم را در شاخص دهد. با توجه به ویژگیمی

انحراف معیار آن    خشی از آن بهبه فرایند لوی و ب  𝚇𝜏𝑡در واقع بخشی از تلاطم فرایند   دهند.کار رفته نشان میبه

 آید. دست می دو بعدی به  DFTتابع چگالی نیز با الگوریتم    گردد.برمی 

 

 نماییدرست. معیار 3جدول 

 هامدل فلزات اساسی  خودرو 

6/3224× 103 7/6130× 103 Clustered BM 

6/6354× 103 7/6859× 103 Clustered  VG 

6/4835× 103 7/6868× 103 Clustered  NIG 

6/3190× 103 7/6091× 103 BM 

6/6337× 103 7/6846× 103 VG 

6/4808× 103 7/6837× 103 NIG 

 
20/09/1398تا  05/01/1388فلزات از پارامترهاي برازش شده شاخص . 4جدول   

VG  NIG  BM  

8333/1 𝛼 9742/14 𝛼 10 𝛼 
5930/0 𝜌 0703/0 𝜌 1370/0 𝜌 
4713/25 θ 0337/1 θ 1 θ 
1 η 1 η 1 η 

0008/0 𝜇 0120/0 𝜇 0658/0 𝜇 
0111/0 𝜎 0449/0 𝜎 0998/0 𝜎 
3413/1 ξ

(𝑉𝐺) 1859/0 ξ
(𝑁𝐼𝐺)   

7513/317 λ∞ 6536/20 λ∞ 7027/3 λ∞ 

0008/0 𝔼(X1) 0120/0 𝔼(X1) 0658/0 𝔼(X1) 

0111/0 √𝕧(X1) 0449/0 √𝕧(X1) 0998/0 √𝕧(X1) 
 

 20/09/1398تا  05/01/1388از پارامترهاي برازش شده شاخص خودرو . 5جدول 

VG  NIG  BM  

9922/14 𝛼 9304/14 𝛼 1984/7 𝛼 
0697/0 𝜌 0688/0 𝜌 3521/0 𝜌 
1948/7 θ 6217/3 θ 0965/9 θ 
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VG  NIG  BM  

1 η 1 η 1 η 
0006/0 𝜇 0008/0 𝜇 0450/0 𝜇 
0225/0 𝜎 0245/0 𝜎 0481/0 𝜎 
2587/0 ξ

(𝑉𝐺) 1519/0 ξ
(𝑁𝐼𝐺)   

2345/167 λ∞ 7161/136 λ∞ 0243/15 λ∞ 

0006/0 𝔼(X1) 0008/0 𝔼(X1) 0450/0 𝔼(X1) 

0225/0 √𝕧(X1) 0245/0 √𝕧(X1) 0481/0 √𝕧(X1) 

 

دهیم. همانند مدل  های فلزات اساسی و خودرو برازش می را به توزیع توأم شاخص   در ادامه، یک مدل دومتغیره

t،   𝜆𝑡  نمایی، تحت این فرض که به ازای هریمم لگاریتم تابع درست سپارامترها با روش ماکیک متغیره،   = 𝜆∞ =

−
𝛼𝜃
𝜂

𝜌
−𝛼

   .آینددست میباشد به   

 

 
 20/09/1398تا   01/1388/ 05 تاریخاز   𝝀𝒕. مقایسه شاخص حجم معاملات و زمان 2شكل 

 

کند که این  مقایسه می   فلزات اساسی و خودرورا با شاخص حجم معاملات برای    𝜆𝑡مسیر نمونه یک بعدی    2شکل  

 شود شاخص با حجم نرمالیزه شده زیر محاسبه می

 

Norm. Vol. (day) =
Volume(day) − Min (Volume1388:1398)

Max (Volume1388:1398) − Min (Volume1388:1398)
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با استفاده    ی مستقیمی بین شاخص حجم معاملات و زمان وجود دارد. همچنیندهد که رابطهمینشان    2شکل  

و حجم معاملات وابستگی مستقیمی وجود   𝜆𝑡  توان نشان داد که به ازای هر مدل، بینمیهم از رگرسیون خطی 

 دارد.  

 صورت زیر نوشت توان به رفی شده را می مع  ها در مدل دو متغیره همبستگی بین بازده   ،10با استفاده از رابطه  

 

cor(𝖸1,𝗍 𝖸2,𝗍 | ℱ0) =
𝗆𝕧(X1,τ𝗍 |ℱ0) +  𝔼( X1,1|ℱ0)𝔼( X2,1|ℱ0) × 𝕧(τ𝗍 |ℱ0)  

√𝕧(X1,τ𝗍 |ℱ0)√𝗆
2𝕧(X1,τ𝗍 |ℱ0) + 𝕧(X2,τ𝗍  |ℱ0)

 .         (20)   

 

،  هستند   ناچیزیمقادیر ثابت و بسیار    ، های برازش شدهرانش میانگین،    ،2دست آمده از جدول  براساس نتایج به

از آن بنابراین می استاندارد  .  پوشی کردها چشم توان  انحراف معیارهای  دو   𝑋2,𝜏𝘵و    𝑋1,𝜏𝘵از طرف دیگر، مقایسه 

بنابراین با جایگزینی .  ها رفتاری مشابه دارنددهند که واریانس آنشاخص سهام فلزات اساسی و خودرو نشان می

𝘮  روزانه تقریبا ثابت و برابر با  ، همبستگی بین بازده 16  در رابطه   شرایطاین  

√1+𝘮2
 .  شودمی    

 

 بحث، نتیجه گیري و پیشنهادها 

گذارد و چون تعیین  های دارایی به طور مستقیم روی قیمت اختیارهای معامله و ریسک سهام تاثیر می تلاطم بازده 

های بیشتری از بازده دارایی قیمت اختیار بر مبنای دارایی پایه است، در نظر گرفتن مدلی منعطف که دارای ویژگی 

که علاوه بر در نظر گرفتن پرش  ی زمان متغیر را معرفی کرده  پایه باشد حائز اهمیت است. بنابراین ابتدا فرایند لو 

کردن زمان،    یتصادف  نی. همچندهدینشان م  زیرا ن  یبنداثر خوشه   ،یو نشان دادن تلاطم تصادف  متیق  ندیدر فرا

رایند  سپس با تعیین تابع مشخصه فدست آورد.  را بر حجم معاملات به  راتییامکان را فراهم کرد تا بتوان اثر تغ  نیا

های  برای بررسی ویژگی  دست آوردیم.گذاری اختیار اروپایی تحت این مدل به قیمت دارایی، فرمولی برای قیمت 

و واریانس شرطی این فرایند را نسبت به میانگین و واریانس زمان    میانگیناین فرایند در حالت یک متغیره ابتدا  

و سپس به معرفی فرایند در حالت دو  باشد  بودن آن می که بیانگر غیر خطی  دست آورده  تصادفی متناظر آن به

ارائه دادیم   زمان متغیرهمچنین در این بررسی یک فرم بسته برای تابع مولد گشتاور فرایند لوی  یم.  ختمتغیره پردا

. همچنین  کردیم  معرفی  را با استفاده از مشتق رادون نیکودیم  اندازه معادلی که واجد شرایط ریسک خنثی است و  

که مشخصات این فرایند تحت این تغییر اندازه  رایط لازم برای اطمینان از وجود این تغییر اندازه و نمایش این ش

 نمایییمم درست سروش ماک  ازفرایند لوی زمان متغیر    پارامترهای  برآوردبه منظور    یم.کردشوند را بیان  حفظ می

میانگینی از رفتار طولانی مدت    و برابر با  ثابتکردیم که زمان تصادفی مقداری    فرض  استفاده کردیم. برای این کار

 ممیو به کمک روش ماکس  داده  ششاخص صنعت حاضر در بورس تهران براز   دو  بهرا    یلو  ندیفرا  فرایند باشد.

بر اساس    برازش  بهترین  های عددی نشان داده شد که کردیم. در تحلیل  مدل را برآورد  یپارامترها  ییدرستنما

خودرو توسط فرایند    برای  معکوس نرمال زمان متغیر و  یبرای فلزات اساسی توسط فرایند گاوس  نماییدرست   معیار

که فرایندهای لوی زمان متغیر نسبت به  دهد  می نتایج نشان  همچنین    آید.دست می به   زمان متغیر  واریانس گاما
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در نظر گرفتن این فرایندهای منعطف به عنوان دارایی پایه،  بنابراین با    عملکرد بهتری دارند و  فرایندهای لوی

ی مستقیمی بین شاخص حجم دست آورد. همچنین نشان دادیم رابطه توان به تری را می قیمت اختیار معامله دقیق 

  ای از همبستگی تصادفی بین بازده های این مدل آن است که فرم بستهمعاملات و زمان وجود دارد. یکی از مزیت 

های در نظر گرفته شده  جا که در شاخصدست آورد. اما از آنتوان بر مبنای یک مدل دو متغیره بهو دارایی را مید

ها تقریبا رفتاری مشابه دارند، همبستگی بین دو بازده روزانه تقریبا مقداری ثابت  ها تقریبا ناچیز و واریانس میانگین 

های تصادفی دیگر از جمله هستون  به مدل   پذیری بیشتر نسبتنعطاف کند. در نهایت این مدل با توجه به امیل می

تواند تا  بندی میو مرتون به دلیل در نظر گرفتن پرش در فرایند قیمت و نشان دادن تلاطم تصادفی و اثر خوشه 

 حد زیادی در بازارهای مالی مانند بازار نفت، طلا و سهام مورد استفاده قرار گیرد.
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Abstract 

Since an option contract is based on the underlying asset, its real pricing also depends on the 

price of underlying asset in financial markets that is subject to sudden changes due to various 

factors.   In order to cover clustering volatility, we apply a time-changed Levy process where 

its random time is integral of a Levy driven self-excited process. Randomizing time makes it 

possible to obtain the effect of changes on the volume of transactions. Using the closed form 

of probability density function of the time-changed Levy process, we estimate the parameters 

of the model by Maximum Likelihood method. We fit the proposed model to the two industry 

indices of Tehran stock exchange and compare various models based on criteria likelihood. 

Finally, by applying the bivariate model, we find a stochastic correlation between two indices 

and show that under some conditions this correlation tends to a constant.  

Keywords: Option, Levy process, Random time, Maximum likelihood method, Transaction 

volumes. 
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